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1 Sissejuhatus
Nii Newtoni-Galilei mehaanika kui ka Einsteini erirelatiivsusteooria eraldavad
ko˜ikvo˜imalikest taustsu¨steemidest va¨lja u¨he erilise klassi - inertsiaalsed taustsu¨steemid.
Need on taustsu¨steemid, mis liiguvad u¨ksteise suhtes u¨htlaselt ja sirgjooneliselt st kii-
renduseta. Newtoni teooria on invariantne Galilei teisenduste suhtes, erirelatiivsusteooria
on invariantne Lorentzi teisendustel, mis seovad neid inertsiaalseid taustsu¨steeme oma-
vahel. Kuna Lorentzi teisendused ,,segavad” omavahel aja- ja ruumikooordinaate, siis
osutub, et on mo˜istlik teha u¨ldistus ja ra¨a¨kida neljamo˜o˜tmelisest aegruumist, mille ma-
temaatiline realisatsioon on tuntud Minkowski ruumina M4 (pseudo-eukleidiline ruum).
Newtoni-Galilei paradigma raames ra¨a¨gitakse lisaks jo˜ududele, mis realiseerivad mingit
interaktsiooni kehade vahel (na¨iteks gravitasioonijo˜ud), ka jo˜ududest, mis seda ei tee. Vii-
maseid nimetatakse inertsijo˜ududeks. Lisaks inertsiaalsetele taustsu¨steemidele on olemas
ka mitteinertsiaalsed taustsu¨steemid ja Einstein soovis relatiivsusteooriat laiendada ka sel-
liste taustsu¨steemide jaoks. See mo˜te on so˜nastatud u¨ldrelatiivsusprintsiibina: ,,Fu¨u¨sika
seadused on u¨hesugused ko˜ikides taustsu¨steemides”.
Milline on seos inertsi- ja gravitatsioonina¨htuste vahel? Newtoni teine seadus on kir-
jutatav kujul ~F = mi~a, kus mi on nn inertne mass, mis mo˜o˜dab osakese inertsiaal-
seid omadusi. Jo˜ud, mis mo˜jub osakesele homogeenses gravitatsiooniva¨ljas ~g, on esitatav
seosega ~Fg = mg ~g, kus suurus mg on osakese nn gravitatsiooniline mass. Eksperiment
na¨itab, et suhe η = mg/mi on ko˜ikide osakeste jaoks sama ehk ko˜ik osakesed tunne-
vad samasugust kiirendust antud gravitatsiooniva¨ljas. Teiselt poolt on ko˜ikide vabade
osakeste kiirendused u¨hesugused kiirendusega liikuvas taustsu¨steemis. Tuginedes sellele
asjaolule va¨itis Einstein, et gravitatsiooniva¨lja ja kiirendusega liikumist ei saa eristada.
See to˜demus on so˜nastatav ekvivalentsusprintsiibina: ,,Iga mitteinertsiaalne taustsu¨steem
on lokaalselt ekvivalentne mingisuguse gravitatsiooniva¨ljaga”. Seega on vo˜imalik valida
vabalt langev taustsu¨steem sellisel viisil, et gravitatsiooniva¨li oleks lokaalselt kompen-
seeritud. Selles vabalt langevas taustsu¨steemis on ko˜ik fu¨u¨sika seadused sellised, nagu
inertsiaalses taustsu¨steemis ja seda nimetatakse lokaalselt inetrtsiaalseks taustsu¨steemiks.
Ekvivalentsusprintsiibi eri formuleeringuid on po˜hjalikult ka¨sitletud artiklis [11].
Eespool mainitud printsiipidest la¨htuvalt o˜nnestus Einsteinil formuleerida teooria, mil-
les inertsi- ja gravitatsioonina¨htused on eristamatud ja gravitatsioon ei realiseeru mit-
te jo˜una, nagu Newtoni teoorias, vaid la¨bi aegruumi ko˜veruse. U¨ldrelatiivsusteooriat
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(U¨RT) vo˜ib seeto˜ttu nimetada ka relativistlikuks gravitatsiooniteooriaks. Oma sellises
formuleeringus on u¨ldrelatiivsusteooria olemuslikult erinev teisi fundamentaalseid inte-
raktsioone (elektromagnetiline, tugev ja no˜rk interaktsioon) kirjeldavatest teooriatest.
U¨ldrelatiivsusteooria on invariantne u¨ldiste koordinaatteisendustel (diffeomorfismidel)
ning seela¨bi reliseerub u¨ldkovariantsusprintsiip, mille kohaselt fu¨u¨sika seadused peavad
olema formuleeritavad koordinaatidest so˜ltumatult. Elementaarosakeste teooria, kus inte-
raktsioon realiseerub osakeste vahetuse kaudu, seevastu on nn kalibratsiooniteooria, mis
ta¨hendab seda, et teooria lagranzˇiaan on invariantne lokaalsetel teisendustel, mille para-
meetrid ma¨a¨ratakse vastava Lie ru¨hma poolt. U¨ldrelatiivsusteoorias ei ole kalibratsioo-
niru¨hma ja diffeomerfismide ka¨sitlemine sellise ru¨hmana ei ole sisukas [6]. Kalibratsioo-
niteooriates on keskseks va¨ljaks kalibratsioonipotentsiaal, u¨ldrelatiivsuteoorias on selleks
va¨ljaks meetrika.
Tuginedes Einsteini 1915. aastal avaldatud u¨ldrelatiivsusteooriale ja juba tuntud
Maxwelli elektrodu¨naamikale, proovis H. Weyl [1] 1918. aastal leida seost Einsteini
vo˜rrandite ja Maxwelli vo˜rrandite vahel. Selle eesma¨rk oli leida nii gravitatsiooni kui
elektromagnetismi ho˜lmav u¨histeooria. Oma artiklis proovis Weyl kirjeldada mo˜lemaid
teooriaid kui aegruumi geomeetria omadusi. Weyl kasutas kalibratsiooniteisenduse ja
kalibratsioon-invariantsuse mo˜isteid, mis on aluseks ta¨napa¨evastele kalibratsiooniteoo-
riatele. Ja¨rgmise katsetuse tegi Einstein [2] 1928. aastal kui ta kasutas u¨ldrelatiivsusteooria
formuleeringut nn tetraadformalismis, et u¨hendada elektrodu¨naamika ja gravitatsioon.
Idee seisnes selles, et tetraadva¨li, mis ma¨a¨rab igas aegruumi punktis lokaalse baasi puutu-
jaruumis, sisaldab 16 komponenti, aga meetrika u¨ksnes 10. U¨leja¨a¨nud 6 komponenti pidid
kirjeldama elektromagnetismi. Idee osutus ekslikuks, sest need 6 komponenti saab eemal-
dada no˜udes teooria invariantsust lokaalsetel Lorentsi teisendustel [6]. Olulise sammuna
na¨idati 1979. aastal [10], et nihete ru¨hma kalibratsiooniteooria on vo˜imalik formuleerida
sarnaselt Einsteini ideele 1928. aastast. Osutus, et see teooria ei sisaldanud ko˜verust, aga
sisaldas va¨a¨net ja seda nimetatakse ajaloolistel po˜hjustel teleparalleelseks gravitatsiooni-
teooriaks. Teooria sisaldas vabasid parameetreid, mille kindel valik viib olukorrale, kus
teleparalleelne gravitatsioon ja u¨ldrelatiivsusteooria on ekvivalentsed. Seega saab va¨ita,
et nii ko˜verus kui va¨a¨ne mo˜lemad on sobilikud gravitatsiooni kirjeldamiseks [6].
Ka¨esoleva to¨o¨ eesma¨rk ja u¨lesehitus on ja¨rgnevad. Eesma¨rgiks on detailselt la¨bi kirju-
tada nii vaba punktosakese kui ka gravitatsiooniva¨ljas liikuva osakese liikumisvo˜rrandid
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kasutades teleparalleelse gravitatsiooniteooria mo˜isteid. Pa¨rast detailset tuletuska¨iku saab
saadud tulemust vo˜rrelda u¨ldrelatiivsusteooria vastava tulemusega ning tuues va¨lja sarna-
sused ja erinevused (nii matemaatilised kui fu¨u¨sikalised). Kuna teleparaleelse gravitatsioo-
niteooria formuleerimine no˜uab ta¨iendavate matemaatiliste mo˜istete tundmist vo˜rreldes
u¨ldrelatiivsuteooriaga, siis to¨o¨ alajaotused 3.1 - 3.5 on kohati referatiivsed, aga peaksid
siiski olema detailideni ja¨lgitavad ka kasutatava matemaatilise aparatuuri esitamise sei-
sukohalt. Ka¨sitlus tugineb olulisel ma¨a¨ral Aldrovandi ja Pereira raamatule ,,An Intro-
duction to Teleparallel Gravity”. To¨o¨ lisana on esitatud ko˜ige olulisemate matemaatiliste
tulemuste nimekiri koos lu¨hikommentaaridega, mis peaks ho˜lbustama peatu¨kkide 4.1 ja
4.2 lugemist.
Ka¨esolevas to¨o¨s on valitud meetrika ja¨rgneva signatuuriga (−,+,+,+). Kui ei ole
o¨eldud teisiti, siis on valguse kiirus vo˜etud u¨hikuliseks c ≡ 1.
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2 U¨ldrelatiivsusteooria
2.1 Ko˜verus ja va¨a¨ne
U¨hed ta¨htsamad mo˜isted nii U¨RTs kui ka teleparallelismis (TPG) on ko˜verus ja va¨a¨ne,
mis on u¨ldise lineaarse seostuse kaudu defineeritud ja¨rgmistelt [3]:
Rρλνµ = ∂νΓ
ρ
λµ − ∂µΓρλν + ΓρηνΓηλµ − ΓρηµΓηλν , (1)
T ρνµ = Γ
ρ
µν − Γρνµ. (2)
Siin Rρλνµ nimetatakse ko˜verustensoriks ja T
ρ
νµ nimetatakse va¨a¨ndetensoriks ning suurus
∂µ ≡ ∂∂xµ ta¨histab osatuletist koordinaadi xµ ja¨rgi. Seostust Γρνµ nimetatakse afiinseks
seostuseks ja see na¨itab, kuidas muutuvad baasivektorid {~eµ} paralleelnihetel piki koor-
dinaatjooni
∂~eµ
∂xν
= Γλµν~eλ. (3)
Afiinne seostus defineerib kovariantse tuletise koordinaatbaasis
∇µXν = ∂µXν + ΓνρµXρ, (4)
kus Xν on vektori aegruumi komponendid. Ko˜veruse (1) ja va¨a¨nde (2) definitsioonid
tulenevad u¨ldise vektori Aλ kahekordsete kovariantsete tuletiste kommutatsiooniavaldisest
[∇µ,∇ν ]Aλ = ∇µ∇νAλ −∇ν∇µAλ = RρλµνAρ − T ρνµ∇ρAλ. (5)
Ko˜verustensori Rρλνµ ahendamisel aegruumi meetrikaga on defineeritud Ricci tensor ja
Ricci skalaar
Rµν = R
ρ
µρν , R = g
µνRµν . (6)
Definitsioonid (1) ja (2) on antud u¨ldise seostuse puhul. U¨ldrelatiivsusteoorias, kus
aegruumi ko˜verus realiseerub gravitatsioonilise vastastikmo˜juna, on seostus valitud selli-
selt, et kehtiks tingimus
T ρνµ = 0 ⇒ Γρµν = Γρνµ. (7)
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Seega no˜utakse, et seostus oleks alumiste indeksite suhtes su¨mmeetriline ning, et aegruum
oleks va¨a¨ndeta. Lisaks eeldatakse, et kehtib ka meetrilisuse tingimus erinevate indeksite
kombinatsioonide suhtes
∇λgµν = ∂λgµν − Γρλµgρν − Γρλνgµρ = 0,
∇µgνλ = ∂µgνλ − Γρµνgρλ − Γρµλgνρ = 0,
∇νgλµ = ∂νgµλ − Γρνλgµν − Γρνµgλρ = 0.
(8)
Kombineerides avaldised (8) ja kasutades tingimust (7) saab tuletada Levi-Civita seostuse
Γ˚ρµν =
1
2
gρλ (∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (9)
Seostuse Γ˚ρµν su¨mmeetrilisus alumiste indeksite suhtes tuleneb meetrika su¨mmeetrilisusest.
Γ˚ρµν on U¨RTs kasutatav seostus.
U¨ldine afiinne seostus Γρµν on vo˜imalik taandada kahe liikme summaks kasutades meet-
rilisuse tingimust (8) ja u¨ldise va¨a¨nde avaldist (2) sama eeskirja ja¨rgi [4]. Sel juhul saab
sama protseduuriga, nagu leiti (9), na¨idata et
Γρµν = Γ˚
ρ
µν +K
ρ
µν , (10)
kus Γ˚ρµν on Levi-Civita seostus ja K
ρ
µν nimetatakse kontorsioonitensoriks, mis on esitatav
va¨a¨ndetensori kaudu
Kρµν =
1
2
(
T ρν µ + T
ρ
µ ν − T ρµν
)
. (11)
U¨RT raames on tingimuse (7) to˜ttu kontorsioonitensor vo˜rdne nulliga. Seega u¨ldine afiinne
seostus (10) on va¨a¨ndevaba Levi-Civita seostuse ja tensori kombinatsioon ning selle to˜ttu
ei teisene Γρµν tensorina.
2.2 Geodeetilise joone vo˜rrand
On mitu vo˜imalust, kuidas leida punktosakese liikumisvo˜rrandit U¨RT raames. U¨ks viis
on kasutada va¨hima mo˜ju printsiipi. Antud juhul on mo˜jufunktsionaal kujul
S =
∫
dτ
√
−
(
gµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
)
, (12)
kus τ ta¨histab omaaega ning ruutjuure all olev avaldis on Lagrange’i funktsioon L. See
omakorda rahuldab Euleri-Lagrange’i vo˜rrandeid
d
dτ
(
∂L
∂x˙µ
)
=
∂L
∂xµ
. (13)
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Siin ta¨pp ta¨histab tuletist omaaja τ ja¨rgi. Seega U¨RTs on punktosakese liikumisvo˜rrandid
kujul
d2xδ
dτ 2
+ Γ˚δρσ
dxρ
dτ
dxσ
dτ
= 0, (14)
mida nimetatakse geodeetilise joone vo˜rrandiks. Suurus Γ˚δρσ ta¨histab siin Levi-Civita seos-
tust (9). Parema poole vo˜rdumine nulliga na¨itab, et U¨RTs puuduvad gravitatsioonilised
jo˜ud ning kehad interakteeruvad aegruumi ko˜veruse to˜ttu.
Tasase ruumi ja ristkoordinaatide korral oleks Γ˚δρσ = 0 ning vo˜rrand (14) taanduks
kujule
d2xδ
dτ 2
= 0. (15)
Selle lahend on sirgjoone vo˜rrand xδ = aτ + b, kus a ja b ma¨a¨ratakse algtingimustest.
Seega geodeetilise joone vo˜rrand on sirgjoone u¨ldistus ko˜verasse ruumi. Vo˜rrandi (14)
esimene liige on osakese 4-kiirendus aδ ning teine liige kirjeldab, kuidas muutub osakese
trajektoor mittetasase ruumi (vo˜i ko˜verjooneliste koordinaatide kasutamise) korral. See
on koosko˜las teadmisega, et gravitatsioonina¨htused on tingitud aegruumi geomeetriast,
mida kirjeldab ko˜verustensor Rρλνµ.
2.3 U¨RT va¨ljavo˜rrandid
U¨ldrelatiivsusteoorias kirjeldavad gravitatsioonilisi ja inertsiaalseid na¨htusi Einsteini
vo˜rrandid. Mo˜lemad na¨htused on U¨RT raames eristamatud. See kuidas kehad u¨ksteisega
interakteeruvad on ma¨a¨ratud aegruumi geomeetriaga. Einsteini vo˜rrandid saab tuletada
va¨hima mo˜ju printsiibist.
Mo˜jufunktsionaal, millest saab tuletada Einsteini vo˜rrandid on esitatav kujul
S = SEH + Sm =
∫ √−gd4x (k (R− Λ) + Lm) , (16)
kus g on aegruumi meetrika determinant, R on Ricci skaalar, Lm on mateeria Lagran-
ge’i funktsioon, Λ on kosmoloogiline konstant ja k on ma¨a¨ratav konstant. Esimest liiget
nimetatakse ka Einsteini-Hilberti mo˜jufunktsionaaliks. Mo˜ju varieerimisel meetrika ja¨rgi
δS
δgµν
= 0 (17)
saab tuletada Einsteini vo˜rrandid
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR = kTµν − Λgµν . (18)
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Siin Tµν on energia-impulsitensor, Rµν on Ricci tensor ning konstant k = 8piGN , kus GN
on Newtioni gravitatsioonikonstant. Energia-impulsitensor on defineeritud ja¨rgmiselt:
Tµν = − 2√−g
δ
[∫ √−gd4xLm]
δgµν
= − 2√−g
δSm
δgµν
. (19)
Ko˜ikide indeksite va¨a¨rtuste puhul on vo˜rrandeid (18) kokku kuusteist. Kuna aga Gµν
on su¨mmeetriline ja kehtib Bianchi identsus
∇µGµν = 0, (20)
siis on so˜ltumatuid vo˜rrandeid kokku kuus.
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3 Teleparalleelne gravitatsiooniteooria
3.1 Tetraadformalism
U¨RTs on kesksel kohal aegruumi mo˜iste, mis on meetrikaga gµν kirjeldatud 4-mo˜o˜tmeline
pseudo-Riemanni muutkond. U¨ldjuhul eeldatakse, et meetrika ei ole singulaarne ja tema
determinant ei vo˜rdu nulliga. Selle muutkonna igas punktis saab defineerida puutujaruumi
TP .
4-mo˜o˜tmelises aegruumis on baasivektorid ~eµ defineeritud nii, et nad oleksid koordi-
naatjoonte puutujavektorid
~eµ = ∂µ ≡ ∂
∂xµ
. (21)
Sellist baasivektorite definitsiooni nimetatakse koordinaatbaasiks vo˜i holonoomseks
baasiks. Baasivektorite ~eµ skalaarkorrutise kaudu saab defineerida ka aegruumi meetri-
ka
gµν = ~eµ · ~eν . (22)
Baasi valik ei ole u¨hene. Puutujaruum on omakorda vaadeldav 4-mo˜o˜tmelise muut-
konnana, mille meetrika on Minkowski meetrika ηab. See meetrika on igas aegruumi punk-
tis ma¨a¨ratud lokaalse ehk tetraadbaasiga {~ea}. Selle baasi moodustavad neli lineaarselt
so˜ltumatut vektorva¨lja, mida nimetatakse tetraadiks (ka vierbein). Lokaalne baas (ka
lokaalne reeper) rahuldab tingimust
~ea · ~eb = ηab. (23)
Seega on puutujaruum definitsiooni kohaselt tasane ruum Minkowski meetrikaga ηab.
Muutkonda, mis rahuldab seda tingimust, nimetatakse ka Lorentzi muutkonnaks. Siin
ja edaspidi ladina ta¨hed viitavad nn Lorentzi indeksitele ja kreeka ta¨hed viitavad aegruu-
mi indeksitele. Iga vektor on arendadav nii koordinaatbaasis {~eµ} kui ka lokaalses baasis
{~ea}
~V = V µ~eµ = V
a~ea . (24)
Seega on need baasid seotud tetraadi kaudu ja¨rgmisel viisil:
~ea = e
µ
a ~eµ , ~eµ = e
a
µ~ea = e
µ
a ∂µ . (25)
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Tetraadi nimetatakse ortonormeeritud tetraadiks, kui kehtib tingimus
e µa e
ν
b gµν = ηab. (26)
Tetraad on seega lineaarne baas, mis seob aegruumi meetrika gµν puutujaruumi meet-
rikaga ηab kujul
gµν = ηab e
a
µ e
b
ν . (27)
Analoogilised seosed ja¨a¨vad kehtima ka vastavate kaasbaaside {dxµ} ja {dxa} jaoks ning
tuntud duaalsusseosed
dxµ(∂ν) = δ
µ
ν , dx
a(∂a) = δ
a
b (28)
saavad kuju
e µa e
a
ν = δ
µ
ν , e
µ
a e
b
µ = δ
b
a . (29)
Eeskirja (25) ja¨rgi saab kasutada selleks, et teisendada vektori aegruumi ja puutujaruumi
koordinaatide vahel u¨ksteiseks:
V a = eaµV
µ , V µ = e µa Va . (30)
Seega iga aegruumi vektori saab teisendada puutujaruumi vektoriks ja vastupidi.
3.2 Spinnseostus
Spinnseostus ma¨a¨rab tetraadbaasis {~ea} paralleelnihetel vektorikomponentide muutused.
Infinitesimaalsetel nihetel δxµ muutuvad vektori komponendid V a suuruse δV a vo˜rra
V a(xµ + δxµ) = V a(xµ) + δV a. (31)
Komponentide muutuse δV a saab esitada vektori komponentide V a kaudu
V a(xµ + δxµ) = V a(xµ)− AabµV bdxµ, (32)
kus vo˜rdetegurit Aabµ nimetatakse spinnseostuseks.
Analoogiliselt afiinse seostusega (3) defineerib spinnseostus kovariantse tuletise tet-
raadbaasis
∇µV a = ∂µV a + AacµV c, (33)
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∇µVa = ∂µVa − AcaµVc. (34)
Kasutades seoseid (30) ja (33) saame avaldada afiinse seostuse Γρµν spinnseostuse A
a
µb
kaudu
Γρνµ = e
ρ
a ∂µe
a
ν + e
ρ
a A
a
bµe
b
ν . (35)
Analoogiliselt saab ka spinnseostuse Aaµb esitada afiinse seostuse Γ
ρ
µν kaudu
Aabµ = e
a
ν∂µe
ν
b + e
a
νΓ
ν
ρµe
ρ
b . (36)
Seosed (35) ja (36) saab tuletada ka kasutades asjaolu, et tetraadi e aν ta¨ielik kovariantne
tuletis on null [7]. See tuleneb no˜udest, et vektorva¨li ei tohi so˜ltuda baasi valikust ning
on analoogiline meetrilisuse tingimusega (8) ehk
∇µe aν = 0. (37)
Afiinse ja spinnseostuse kaudu avaldub (37) ja¨rgmiselt:
∇µe aν = ∂µe aν − e aρ Γρνµ + Aaµbe bν = 0. (38)
Kuna Minkowski meetrika ei saa paralleelnihetel muutuda, siis kehtib seos
δηab =
(
Acaµηcb + A
c
bµηca
)
dxµ = 0, (39)
millest ja¨reldub tingimus
Aabµ = −Abaµ. (40)
Seega spinnseostus on seostus, mis on antisu¨mmeetriline puutujaruumi indeksite suhtes.
Analoogiliselt kovariantse tuletisega on vo˜imalik ka ko˜verustensor (1) ja va¨a¨ndetensor
(2) avaldada spinnseostuse Aabµ kaudu kasutades seost (35)
Rabµν = ∂µA
a
bν − ∂νAabµ + AacµAcbν − AacνAcbµ, (41)
T aµν = ∂µe
a
ν − ∂νeaµ + Aacµecν − Aacνecµ. (42)
Tetraadi omaduse (30) to˜ttu saab avaldada ko˜veruse ja va¨a¨ndetensori kujul, kus esinevad
ainult puutujaruumi indeksid [5]
Rabcd = e
µ
c ∂µ (A
a
bd)− e µd ∂µ (Aabc) + AaecAebd − AaedAebc − f ecdAabe, (43)
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T abc = A
a
cb − Aabc − fabc. (44)
Suurusi fabc nimetatakse struktuurikoefitsentideks ja need tulevad teooriasse lokaalse ba-
asi {~ea} kommutaatori avaldisest [~ea, ~eb] = f cab~ec. Kasutades avaldist (44) on vo˜imalik
spinnseostus avaldada va¨a¨nde ja struktuurikoefitsentide kaudu
Aabc =
1
2
(f ab c + T
a
b c + f
a
c b + T
a
c b − fabc − T abc) . (45)
See on analoogiline afiinse seostuse avaldisega (10), mis na¨itab, et u¨ldise spinnseostuse
saab samuti kirjutada va¨a¨ndevaba seostuse A˚abc ja tensori K
a
bc summana
Aabc = A˚
a
bc +K
a
bc. (46)
Siin A˚abc on spinnseostus juhul kui kehtib tingimus T
a
bc = 0, mis vastab U¨RTle. Tensor
Kabc on kontorsioonitensor (11) avaldatuna puutujaruumi koordinaatide kaudu
Kabc =
1
2
(T ab c + T
a
b c − T abc) . (47)
3.3 Lorentzi teisendus
Puutujaruumi tasasusest ja¨reldub, et Minkowski meetrika ηab on puutujaruumis invariant-
ne lokaalsete Lorentzi teisenduste suhtes. Lorentzi teisendused on koordinaatteisendused
kahe inertsiaalse taustsu¨steemi vahel. Neid teisendusi saab kirjeldada Lorentzi teisendus-
maatriksiga Λab.
Erirelatiivsusuteoriast on teada, et Lorentzi maatriks on konstantne ning teisendab
vektori komponente vastavalt eeskirjale xµ
′
= Λµ
′
νx
ν . Tetraadformalismis on aga igas
aegruumi punktis defineeritud erinev puutujaruum (25) lokaalse baasiga {~ea}. Seeto˜ttu
on tetraadformalismis Lorentzi maatriks koordinaadist so˜ltuv Λ = Λ(x). Sellist teisendust
nimetatakse lokaalseks Lorentzi teisenduseks, kuna teisendus tehakse puutujaruumis, mis
on lokaalselt ma¨a¨ratud. See ta¨hendab, et kehtib seos
ηab = Λ
c′
a(x)Λ
d′
b(x)ηc′d′ , (48)
kus Λa
′
a ta¨histab Lorentzi teisenduse maatriksit.
Aegruumi ja puutujaruumi meetrika vahelisest seost (27) kasutades on vo˜imalik leida,
et teisenduse maatriks Λa
′
a on ma¨a¨ratud tetraadi kaudu ja¨rgmise seosega:
Λa
′
b = e
a′
µ′e
µ′
b . (49)
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Analoogiliselt saame leida tetraadi jaoks
ea
′
µ′ = Λ
a′
be
b
µ′ . (50)
Antud seos na¨itab, et kindla meetrika puhul ei ole tetraad u¨heselt ma¨a¨ratud vaid on
antud lokaalse Lorentzi teisenduse ta¨psusega. Spinnseostus (36) teiseneb lokaalse Lorentzi
teisenduse kaudu ja¨rgmisel viisil [7]:
A′abµ = Λ
a
c(x)∂µΛ
c
b (x) + Λ
a
c(x)A
c
dµΛ
d
b (x). (51)
Spinnseostust nimetatakse inertsiaalseks kui ta avaldub kujul
•
Aabµ = Λ
a
c(x)∂µΛ
c
b (x). (52)
See nimetus tuleneb sellest, et seostuse (51) esimene liige kirjeldab inertsiaalseid na¨htusi.
Ko˜verus ja va¨a¨ne teisenevad lokaalsel Lorentzi teisendusel ja¨rgmisel viisil [6]:
T a
′
µν = Λ
a′
b(x)T
b
µν ,
Ra
′
b′µν = Λ
a′
c(x)Λ
d
b′ R
c
dµν .
(53)
3.4 Kalibratsiooniteisendus
Kalibratsiooniteisenduseks nimetatakse sellist teisendust, kus Lagrange’i funktsioon ja¨a¨b
lokaalselt invariantseks. Puutujaruumi puhul on tegemist Minkowski meetrikaga tasase
ruumiga. Seeto˜ttu on puutujaruumis Lagrange’i funktsioon invariantne koordinaadi nihe-
tel [6]
xa
′
= xa + a. (54)
Teisenduse parameeter a on antud juhul nihkeparameetriks piki xa koordinaatjoont. Olu-
line on ma¨rkida, et a on funktsioon aegruumi koordinaadist xµ ehk
a ≡ (xµ). (55)
See na¨itab, et koordinaadi nihe puutujaruumis so˜ltub, millises aegruumi punktis xµ on
lokaalne puutujaruum valitud. Teisenduse (54) saab kirjutada ka generaatorite kaudu
xa
′
= xa + bPbx
a, (56)
kus Pb = ∂b nimetatakse teisenduse generaatoriks. On na¨ha, et see on seos (54) kui
arvestada, et ∂bx
a = δab , kus δ
a
b on Kroneckeri delta ning seega e
bδab = e
a.
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Analoogiliselt koordinaatnihkega (54) avaldub ka va¨lja ψ kalibratsiooniteisendus kujul
ψ′ = ψ + δψ = ψ + a∂aψ, (57)
milles δψ ta¨histab va¨lja ψ muutu nihkel piki koordinaatjoont xa. Et va¨li ψ oleks kalib-
ratsiooniteisendustel invariantne, peab selle tuletis teisenema kovariantselt [6]. Teisiso˜nu
peab kehtima vo˜rdus
δ (Dµψ) = 
a∂a (Dµψ) . (58)
See ta¨hendab, et kalibratsiooniteisendusel toimub u¨leminek
Dµψ → δ (Dµψ) , (59)
kus Dµ on kovariantne tuletis, mille avaldis tuleb leida kujul, et oleks ta¨idetud kovariant-
suse tingimus.
Vaatame ko˜igepealt osatuletist Dµ = ∂µ. Avaldisest (58) saame sellisel juhul
δ (∂µψ) = ∂µ (δψ) = ∂µ (
a∂aψ) . (60)
Antud vo˜rrandis on kasutatud asjaolu, et variatsioon ja osatuletis on kommuteeruvad
operatsioonid [δ, ∂µ] = 0. Leibnizi reegli kohaselt avaldub see summana
∂µ (δψ) = (∂µ
a) ∂aψ + 
a∂µ (∂aψ) 6= a∂a (∂µψ) . (61)
Seega leidsime, et osatuletis ei teisene kovariantselt. Seeto˜ttu tuleb defineerida tuletis,
kus lisaks osatuletisele on ka lisaliige, mis tagab kovariantsuse no˜ude. Ta¨histades tuletise
u¨mber Dµ → eµ saab selle defineerida ja¨rgnevalt:
eµ = ∂µ +B
a
µ∂a. (62)
Suurust Baµ nimetatakse kalibratsioonipotentsiaaliks. Selle kuju tuleb valida nii, et eµ
teiseneks kovariantselt. Teisenemiseeskirja (58) ja¨rgi leiame
δ (eµψ) = δ (∂µψ) + δ
(
Baµ∂aψ
)
. (63)
Siin esimene liige on antud seosega (61) ja teine avaldub summana
δ
(
Baµ∂aψ
)
=
(
δBaµ
)
∂aψ +B
a
µδ (∂aψ) . (64)
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Kokku saame seega:
δ (eµψ) = 
a∂a (∂µψ) + (∂µ
a) ∂aψ +
(
δBaµ
)
∂aψ +B
a
µδ (∂aψ) . (65)
No˜udes, et kalibratsioonipotentsiaali Baµ variatsioon avaldub kujul
δBaµ = −∂µa, (66)
taanduvad vo˜rrandis (65) teine ja kolmas liige a¨ra. Alles ja¨a¨vad liikmed
δ (eµψ) = 
a∂a (∂µψ) +B
a
µδ (∂aψ) . (67)
Rakendades teisele liikmele osatuletise teisenemise eeskirja (61) saame
Baµδ (∂aψ) = B
a
µ [(∂a
a) ∂aψ + 
a∂a (∂aψ)] . (68)
Definitsioonist (55) ja¨reldub, et ∂a
a = 0 ning alles ja¨a¨b ainult teine liige. Avaldis (65)
saab siis kuju
δ (eµψ) = 
a∂a
[
∂µψ +B
a
µ∂aψ
]
= a∂a (eµψ) . (69)
Sellega on kovariantsuse tingimus (58) ta¨idetud. Antud tuletise defineerimisel ei ole vo˜etud
arvesse Lorentzi teisendust. See ta¨hendab, et (69) on kovariantne ainult taustsu¨steemis,
kus inertsiaalne seostus
•
Aabµ on identselt null.
Et tuletis Dµ oleks kovariantne ka Lorentzi teisendustel peab toimuma u¨leminek
xa → Λ ab xb. (70)
U¨ldine funktsioon ψ teiseneb Lorentzi teisendustel ψ → U(Λ)ψ, kus U(Λ) on funktsioon
teisendusmaatriksist [6]. Sellest ja¨reldub, et ka eelnevalt leitud kovariantne tuletis eµ la¨heb
u¨le kujule eµψ → U(Λ)eµψ. Seda arvestades saab leida, et suurus U(Λ)eµψ teiseneb
ja¨rgnevalt:
δ (U(Λ)eµψ) = δ (U(Λ)) eµψ + U(Λ)δ (eµψ) . (71)
Kuna δU(Λ) 6= 0, siis tuletis (62) ei ole lokaalse Lorentzi teisenduse suhtes kovariantne.
Et oleks ta¨idetud kovariantsuse no˜ue (58), defineerime uue tuletise kujul
hµ = Dµ +Baµ∂a. (72)
15
Siin Dµ ta¨histab tuletist, mis on kovariantne lokaalsel Lorentzi teisendusel. Seda vo˜ib
vaadelda kui osatuletise ∂µ u¨ldistust. Na¨itamaks, et (72) puhul on kovariantsuse tingimus
ta¨idetud, tuleb to˜estada, et δ (hµψ) = 
a∂a (hµψ). Kirjutades selle avaldise lahti saame
δ (hµψ) = δ (Dµψ) + δ
(
Baµ
)
∂aψ +B
a
µδ (∂aψ) . (73)
Variatsioon δ ja tuletis Dµ on kommuteeruvad suurused, [δ,Dµ] = 0. Et (72) oleks kova-
riantne peab olema ta¨idetud tingimus Dµa = −δBaµ. Esimene liige avaldub
δ (Dµψ) = Dµ (δψ) = Dµ (a∂aψ) =
= (Dµa) ∂aψ + aDµ (∂aψ) =
= − (δBaµ) ∂aψ + aDµ (∂aψ) .
(74)
Et tuletisDµ oleks Lorentzi teisenduste suhtes kovariantne tuleb see defineerida ja¨rgnevalt:
Dµ = ∂µ +
•
Aabµx
b∂a. (75)
Suurus
•
Abcµ = Λ
b
d∂µΛ
d
c on inertsiaalne Lorentzi seostus ehk teleparalleelne seostus [6]
(vt. ka valem (52)).
Seega tehes vajalikud asendused ja kasutades avaldist teadmist, et teisendusparameeter
a ei so˜ltub ainult aegruumi koordinaadist xµ saame
δ (hµψ) = −
(
δBaµ
)
∂aψ + 
aDµ (∂aψ) + δ
(
Baµ
)
∂aψ +B
a
µδ (∂aψ)
= a
(
∂a (∂µψ) +
•
Aabµx
b∂a (∂aψ)
)
+Baµ ((∂a
a) ∂aψ + 
a∂a (∂aψ))
= a∂a
[
∂µψ +
•
Aabµx
b (∂aψ) +B
a
µ∂aψ
]
= a∂a (hµψ) .
(76)
Tuletisele (72) vastava tetraadi saame esitada kujul
haµ = ∂µx
a +
•
Aabµx
b +Baµ, (77)
mis tuleneb seosest (25). Tingimus (58) on seega ta¨idetud.
Spinnseostus Aabµ on kujul
•
Aabµ juhul, kui (51) kirjeldab ainult inertsiaalseid na¨htusi,
mitte gravitatsioonilisi [6]. TPG eripa¨ra on see, et inertsiaalseid na¨htusi ja gravitatsioonili
na¨htusi vaadeldakse eraldiseisvatena, mitte kui sama na¨htuse erinevaid ilminguid.
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3.5 Va¨ljavo˜rrandid teleparalleelses gravitatsioonis
Sarnaselt Einsteini vo˜rranditega (18) kirjeldavad TPGs va¨ljavo˜rrandid gravitatsioonili-
si ja inertsiaalseid na¨htusi. U¨ks viis neid tuletada on kasutada va¨hima mo˜ju printsiipi.
Selleks tuleb konstrueerida Lagrange’i funktsioon, mis oleks invariantne skalaar ning mis
rahuldaks TPG raames tehtud eeldusi [9].
Erinevalt U¨RTst on TPGs valitud seostus Γρµν selliselt, et aegruumi ko˜verus (1)
oleks vo˜rdne nulliga. Seeto˜ttu on TPGs ma¨a¨ravaks suuruseks va¨a¨ne (2), misto˜ttu
mo˜jufunktsionaal peab mingil kujul sisaldama va¨a¨nde tensorit
•
T aµν . Osutub, et
mo˜jufunktsionaali saab esitada allja¨rgneva kombinatsioonina va¨a¨ndetensorist [6]:
S =
∫
hd4x
[
1
16piG
(
α
•
T ρµν
•
T µνρ + β
•
T ρµν
•
T νµρ + γ
•
T ρµρ
•
T νµν
)
+ Lm
]
, (78)
kus on summeeritud va¨a¨ndetensori indeksite erinevad kombinatsioonid ja konstandid.
Siin h =
√−g on tetraadi (77) determinant ja Lm on Lagrange’i funktsiooni mateerialiige
nagu Einstein-Hilberti mo˜jus (16). Konstandid α, β ja γ ma¨a¨ratakse nii, et Lagrange’i
funktsioon oleks Lorentzi invariantne [9]:
α =
1
4
, β =
1
2
, γ = −1. (79)
Seega teleparalleelne mo˜jufunktsionaal (78) on
S =
∫
hd4x
[
1
16piG
(
1
4
•
T ρµν
•
T µνρ +
1
2
•
T ρµν
•
T νµρ −
•
T ρµρ
•
T νµν
)
+ Lm
]
. (80)
TPG va¨ljavo˜rrandid saab leida kasutades Euleri-Lagrange’i vo˜rrandeid (13). Antud
juhul varieeritakse Lagrange’i funktsiooni tetraadi haρ ja¨rgi ja vastavad vo˜rrandid on
∂
( •
L+ Lm
)
∂haρ
= ∂σ
∂
( •
L+ Lm
)
∂
(
∂σhaρ
) . (81)
Ta¨histades need liikmed allja¨rgnevalt saame
∂
•
L
∂
(
∂σhaρ
) = −h •S ρσa ,
∂
•
L
∂haρ
= −kh• ρa ,
−∂Lm
∂haρ
+ ∂σ
∂Lm
∂
(
∂σhaρ
) = khΘ ρa .
(82)
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Esimest liiget nimetatakse superpotentsiaaliks ning see on defineeritud va¨a¨nde ja kontor-
sioonitensori (11) kaudu
•
S
ρσ
a =
•
Kρσ a − h σa
•
T θρθ + h
ρ
a
•
T θσθ. (83)
Teist liiget nimetatakse kalibratsioonivooks ning on defineeritud kui
•

ρ
a =
1
k
h λa
•
S
νρ
a
•
T cνλ − h
ρ
a
h
•
L+
1
k
•
Acaσ
•
S
ρσ
a (84)
ning kolmas liige on mateeria energia-impulsi tensor nagu vo˜rrandis (18) on Tµν .
U¨ksikasjalikult on nende suuruste tuletuska¨igud antud [6].
La¨htudes ta¨histustest (82) saame TPG va¨ljavo˜rrandid kujul
∂σ
(
h
•
S
ρσ
a
)
− kh• ρa = khΘ ρa . (85)
Kasutades seost (11) ning definitsioone (83), (84) saab leida, et vo˜rrandi (85) parem pool
rahuldab ja¨rgmist seost [6]:
◦
R ρa −
1
2
h ρa
◦
R = kΘ ρa . (86)
Need ongi Einsteini vo˜rrandid (18). See na¨itab, et U¨RT ja TPG on ekvivalentsed teooriad,
mis kirjeldavad samu fu¨u¨sikalisi na¨htusi, aga teevad seda erinevaid suurusi kasutades ja
seega erineval viisil.
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4 Liikumisvo˜rrandid teleparallelses
gravitatsiooniteoorias
Tuletamaks liikumisvo˜rrandid teleparalleelse gravitatsiooni raames kasutame siin va¨hima
mo˜ju printsiipi analoogilisel viisil U¨RT kontekstiga (vt. ptk 2). Selleks tuleb moodusta-
da mo˜jufunktsionaal analoogiliselt avaldisega (12), kuid mis sisaldaks tetraadformalismis
kasutatavaid suurusi. Lagrange’i funktsioon peab olema invariantne lokaalsete Lorentzi
teisneduste (50) suhtes. Samuti peab kehtima invariantsus kalibratsiooniteisendustel (54).
4.1 Vaba osake
Vabaks osakeseks nimetatakse su¨steemi, mis koosneb u¨hest osakesest massiga m ning
kus puudub gravitatsiooniva¨li. Sellist osakest saab kirjeldada holonoomse tetraadiga
ea
′
µ = ∂µx
a′ . Samuti on antud su¨steem invariantne lokaalsete Lorentzi teisenduste suhtes,
mis tuleneb sellest, et tetraadbaas {~ea} ei ole u¨heselt ma¨a¨ratud. Seega tetraad teiseneb
ja¨rgmise eeskirja ja¨rgi [6]:
ebµ = Λ
b
a′e
a′
µ. (87)
Avaldis (87) on esitatav kujul
ebµ = Λ
b
a′
(
∂µx
a′
)
= ∂µ
(
Λba′x
a′
)
+
(
Λba′∂µ
)
xa
′
= ∂µx
b +
(
Λba′∂µ
)
Λa
′
cx
c
= ∂µx
b +
•
Abcµx
c.
(88)
Siin viimases reas on kasutatud inertsiaalse spinnseostuse
•
Abcµ definitsiooni (52).
U¨ldisel kujul on massiga m punktosakese mo˜jufunktsionaal esitatav kujul
S = −m
∫ b
a
dσ, (89)
kus dσ ta¨histab invariantset intervalli, mis on antav valemiga
dσ2 = ηabdx
adxb = ηabe
aeb. (90)
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Definitsioonis (90) suurust ea nimetatakse tetraadva¨lja {~ea} kaasbaasiks, mis (88) kaudu
avaldatuna tuleb
dxa = ea = eaµdx
µ = dxa +
•
Aabµx
bdxµ. (91)
Aegruumi koordinaatide kaudu on (90) esitatav tuntud seosega ds2 = ηµνdx
µdxν . Jagades
seda seost la¨bi ds-ga ning defineerides uµ = dxµ/ds kui 4-kiiruse saame
dσ = uµdx
µ. (92)
Puutujaruumi baasis analoogiliselt toimides saame
dσ = uae
a. (93)
Ja¨rgnevalt leiame intervalli dσ variatsioon δ (dσ). Otsene arvutus annab
δ
(
dσ2
)
= 2dσδ (dσ)
= ηab (δe
a) eb + ηab
(
δeb
)
ea
= ea (δe
a) + eb
(
δeb
)
= 2ea (δe
a)⇒
⇒ 2dσδ (dσ) = 2eaδ (ea) .
(94)
Siit saab avaldada intervalli dσ variatsiooni
δ (dσ) =
ea
dσ
(δea) = ua (δe
a) . (95)
Variatsioon avaldisest (93) tuleb aga
δ (dσ) = (δua) e
a + ua (δe
a) . (96)
Vo˜rreldes seoseid (95) ja (96) saame, et kehtib tingimus
(δua) e
a = 0. (97)
Mo˜jufunktsionaali avaldise punktosakese jaoks saame seoseid (89), (91) ja (93) kasu-
tades kirjutada kujul
S = −m
∫
uae
a
= −m
∫
ua
[
dxa +
•
Aabµx
bdxµ
]
.
(98)
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Kasutades eelnevalt leitud valemit (97) ja teadmist, et variatsioon ja tuletis on kommu-
teeruvad operatsioonid, [δ, d] = 0, saame mo˜jufunktsionaali varieerides ning ositi integ-
reerides ja¨rgmise avaldise:
δS = −m
∫ [
(δua) e
a + ua (dδx
a) + uaδ
( •
Aabµx
bdxµ
)]
= −m
∫
ua (dδx
a) + uaδ
( •
Aabµx
b
)
dxµ + ua
•
Aabµx
b (dδxµ)
= −m [uaδxa]ba −mua
•
Aabµx
b [δxµ]ba +
+m
∫ [
duaδx
a − uaδ
( •
Aabµx
b
)
dxµ + d
(
ua
•
Aabµx
b
)
δxµ
]
(99)
Esimene ja teine liige on vo˜rdsed nulliga, kuna variatsioon on trajektoori otspunktides
δx(a), δx(b) vo˜rdne nulliga. Seega
δS = m
∫ [
duaδx
a − uaδ
( •
Aabµx
b
)
dxµ + d
(
ua
•
Aabµx
b
)
δxµ
]
. (100)
Vaatleme mo˜ju liikmeid eraldi. Esimeses puhul kasutame seost δxa = ∂µx
aδxµ ning
saame
duaδx
a = dua (∂µx
a) δxµ. (101)
Teise liikme puhul kasutame Leibnizi reeglit ja seost δ
•
Aabµ =
(
∂ρ
•
Aabµ
)
δxρ ning saame
kirjutada
uaδ
( •
Aabµx
b
)
dxµ = uadx
µ
[
δ
( •
Aabµ
)
xb +
•
Aabµδx
b
]
= uadx
µ
[(
∂ρ
•
Aabµ
)
δxρxb +
•
Aabµ
(
∂ρx
b
)
δxρ
]
= ua∂ρ
( •
Aabµx
b
)
dxµδxρ
= ua∂µ
( •
Aabµx
b
)
dxµδxµ.
(102)
Siin viimases reas muutsime summeerimisreeglite kohaselt paarikaupa indekseid ρ → µ.
Kolmas liige mo˜jufunktsionaalis (100) tuleb lahti kirjutatuna
d
(
ua
•
Aabµx
b
)
δxµ =
[
(dua)
•
Aabµx
b + uad
( •
Aabµ
)
xb + ua
•
Aabµdx
b
]
δxµ. (103)
Kui vaadata avaldist (101) ja avaldise (103) esimest liiget, siis saab need kokku vo˜tta
kujul
duaδx
µ
(
∂µx
a +
•
Aabµx
b
)
= duaδx
µeaµ, (104)
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kus eaµ on tetraad (88). Seoses (103) teeme veel asendused d
•
Aabµ =
(
∂ρ
•
Aabµ
)
dxρ ja
dxb = ∂ρx
bdxρ. Asendades ko˜ik eelnevad teisendused mo˜ju variatsiooni (100) saame
δS = m
∫ [
eaµdua − ua∂µ
( •
Aabµx
b
)
dxµ + ua
(
∂ρ
•
Aabµ
)
dxρxb + ua
•
Aabµ∂ρx
bdxρ
]
δxµ.
(105)
Vaatame nu¨u¨d la¨hemalt mo˜ju (105) teist, kolmandat ja neljandat liiget. Teeme teises
liikmes summeerireegli kohaselt indeksivahetused
•
Aabµ →
•
Aabρ ja dx
µ → dxρ, mis annavad
kokku
ua
[
−
(
∂µ
•
Aabρ
)
xb −
•
Aabρ
(
∂µx
b
)
+
(
∂ρ
•
Aabµ
)
xb +
•
Aabµ
(
∂ρx
b
)]
dxρ =
ua
[
xb
(
∂ρ
•
Aabµ − ∂µ
•
Aabρ
)
−
•
Aabρ
(
∂µx
b
)
+
•
Aabµ
(
∂ρx
b
)]
dxρ.
(106)
Arvestades ko˜veruse u¨ldist avaldist (41) ning asendades u¨ldise spinnseostuse Aabµ inert-
siaalse spinnseostusega
•
Aabµ saame, et sulgudes olevad liikmed saab esitada ko˜veruse
kaudu
∂ρ
•
Aabµ − ∂µ
•
Aabρ =
•
Rabρµ −
•
Aaeρ
•
Aebµ +
•
Aaeµ
•
Aebρ. (107)
U¨leja¨a¨nud kahes liikmes asendame suuruse ∂νx
b tetraadi (88) kaudu. Seega saame avaldise
ua
[
xb
( •
Rabρµ −
•
Aaeρ
•
Aebµ +
•
Aaeµ
•
Aebρ
)
−
•
Aabρe
b
µ +
•
Aabρ
•
Abcµx
c
+
•
Aabµe
b
ρ −
•
Aabµ
•
Abdρx
d
]
.
(108)
Siin teine ja viies liige taanduvad a¨ra, kuna viiendas liikmes saab teha indeksivahetused
b → e, c → b. Samamoodi taanduvad a¨ra kolmas ja viimane liige, kui vahetada b → e,
d→ b, mis annavad
−
•
Aaeρ
•
Aebµx
b +
•
Aabρ
•
Abcµx
c = 0,
−
•
Aaeµ
•
Aebρx
b +
•
Aabµ
•
Abdρx
d = 0.
(109)
Mo˜ju variatsioon on seega kujul
δS = m
∫ [
eaµdua − uadxρ
•
Rabρµx
b − uadxρ
•
Aabρe
b
µ + uadx
ρ
•
Aabµe
b
ρ
]
δxµ. (110)
Kuna TPG teoorias on seostus valitud nii, et ko˜verus
•
Rabρµ oleks null, siis teine liige seoses
(110) on identselt null. Lisaks toome sulgude ette intervalli dσ ning ta¨histame 4-kiiruse
dxρ/dσ = uρ. Viimases liikmes kasutame tetraadi omadusi (30) ja leiame, et
ua
(
uρebρ
) •
Aabµ = uau
b
•
Aabµ = uaub
•
A
ab
µ = 0, (111)
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mis tuleneb sellest, et uaub on su¨mmeetriline tensor ning
•
A
ab
µ avaldise (40) kohaselt on
antisu¨mmeetriline puutujaruumi indeksite suhtes. Su¨mmeetrilise ja antisu¨mmeetrilise ob-
jekti korrutis on null. Seega saame mo˜ju variatsiooni (110) kirjutada kujul
δS = eaµ
[
dua
dσ
−
•
Abaρubu
ρ
]
δxµ, (112)
kus teises liikmes vahetasime omavahel indeksid b↔ a.
Va¨hima mo˜ju prinstiibi kohaselt peab mo˜ju variatsioon δS vo˜rduma nulliga, δS = 0,
millest ja¨relduvad liikumisvo˜rrandid on ja¨rgmised:
dua
dσ
−
•
Abaρubu
ρ = 0. (113)
See on gravitatsiooniva¨lja puudumisel vaba osakese liikumisvo˜rrand TPG raames.
On na¨ha, et gravitatsiooni puudumisel on see analoogiline U¨RTs tuntud geodeetilise
vo˜rrandiga (14), kus parema poole vo˜rdumine nulliga na¨itab gravitatsioonilise jo˜u puu-
dumist.
4.2 Vaba osake gravitatsiooniva¨ljas
Eelmise juhu u¨ldistusena vaatame olukorda, kus osake massiga m liigub va¨lises gravi-
tatsiooniva¨ljas. Selleks tuleb tetraad eaµ asendada u¨ldise tetraadiga h
a
µ, mis sisaldab ka
kalibratsioonipotentsiaaliga Baµ liiget [8]. Mo˜ju avaldis (89) on sel juhul
S = −m
∫
uah
a, (114)
milles ha on tetraadile (77) vastav 1-vorm
ha ≡ haµdxµ = dxa +
•
Aabµx
bdxµ +Baµdx
µ. (115)
Mo˜ju varieerimisel saame
δS = −m
∫
(δua)h
a + ua
[
δdxa + δ
( •
Aabµx
bdxµ
)
+ δ
(
Baµdx
µ
)]
. (116)
Analoogiliselt avaldistega (95) ja (96) saab leida, et
δ (ds) = uaδh
a = (δua)h
a + ua (δh
a)
⇓
(δua)h
a = 0
(117)
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ning seega esimene liige on vo˜rdne nulliga. Mo˜ju variatsioon (116) avaldub
δS = −m
∫
uadδx
a + ua
(
δ
•
Aabµ
)
xbdxµ + ua
•
Aabµ
(
δxb
)
dxµ + ua
•
Aabµx
b (dδxµ)
+ua
(
δBaµ
)
dxµ + uaB
a
µ (dδx
µ).
(118)
Integreerime nu¨u¨d ositi esimest, neljandat ja kuuendat liiget. Need on vastavalt∫
uadδx
a = [uaδx
a]ba −
∫
duaδx
a,∫
ua
•
Aabµx
b (dδxµ) =
[
ua
•
Aabµx
bδxµ
]b
a
−
∫
d
(
ua
•
Aabµx
b
)
δxµ,∫
uaB
a
µ (dδx
µ) =
[
uaB
a
µδx
µ
]b
a
−
∫
d
(
uaB
a
µ
)
δxµ.
(119)
Rajadega liikmed on vo˜rsed nulliga nagu (100) ning saame
δS = m
∫
duaδx
a − ua
(
δ
•
Aabµ
)
xbdxµ − ua
•
Aabµ
(
δxb
)
dxµ + d
(
ua
•
Aabµx
b
)
δxµ
−ua
(
δBaµ
)
dxµ + d
(
uaB
a
µ
)
δxµ.
(120)
Selguse mo˜ttes kirjutame ko˜ik liikmed eraldi. Kasutades eelmises punktis olnud tei-
sendusi avalduvad esimesed kolm liiget ja¨rgmiselt:
duaδx
a = dua (∂µx
a) δxµ,
ua
(
δ
•
Aabµ
)
xbdxµ = ua
(
∂µ
•
Aabµ
)
δxµxbdxµ,
ua
•
Aabµ
(
δxb
)
dxµ = ua
•
Aabµ
(
∂µx
b
)
δxµdxµ.
(121)
Neljas liige tuleb
(dua)
•
Aabµx
bδxµ + ua
(
d
•
Aabµ
)
xbδxµ + ua
•
Aabµ
(
dxb
)
δxµ =
(dua)
•
Aabµx
bδxµ + ua
(
∂ρ
•
Aabµ
)
dxρxbδxµ + ua
•
Aabµ
(
∂ρx
b
)
dxρδxµ
(122)
ning viies ja kuues on vastavalt
ua
(
δBaµ
)
dxµ = ua
(
∂µB
a
µ
)
δxµdxµ,
d
(
uaB
a
µ
)
δxµ = (dua)B
a
µδx
µ + ua
(
∂ρB
a
µ
)
dxρδxµ.
(123)
Viienda liikme puhul on kasutatud indeksi vahetus ρ→ µ.
Vo˜tame kokku ko˜ik liikmed, milles on dua ning kasutame tetraadi h
a
µ definitsiooni
(77), millest ja¨reldub
duaδx
µ
[
∂µx
a +
•
Aabµx
b +Baµ
]
= duaδx
µhaµ. (124)
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Asendades eelmises lo˜igus saadud avaldised mo˜ju avaldisse (120) saame
δS = m
∫
δxµ
[
haµdua − ua
(
∂µ
•
Aabµ
)
xbdxµ − ua
•
Aabµ
(
∂µx
b
)
dxµ
+ua
(
∂ρ
•
Aabµ
)
dxρxb + ua
•
Aabµ
(
∂ρx
b
)
dxρ − ua
(
∂µB
a
µ
)
dxµ + ua
(
∂ρB
a
µ
)
dxρ
]
.
(125)
Siin vaatame eraldi liikmeid kordajatega uadx
µ ja uadx
ρ, mis annavad vastavalt
−uadxµ
[(
∂µ
•
Aabµ
)
xb +
•
Aabµ
(
∂µx
b
)
+
(
∂µB
a
µ
)]
,
uadx
ρ
[(
∂ρ
•
Aabµ
)
xb +
•
Aabµ
(
∂ρx
b
)
+
(
∂ρB
a
µ
)]
.
(126)
Kui avaldada tetraadi (77) osatuletis on na¨ha, et sulgudes olevad avaldised teisenevad
kujule
−uadxµ
[
∂µh
a
µ − ∂µ (∂µxa)
] µ→ρ
= −uadxρ
[
∂µh
a
ρ − ∂µ (∂ρxa)
]
,
uadx
ρ
[
∂ρh
a
µ − ∂ρ (∂µxa)
]
.
(127)
Segatuletiste vo˜rdsuse to˜ttu ja¨a¨vad nende vahesse alles ainult tetraadi osatuletised. Aval-
dades tetraadi osatuletiste vahe va¨a¨nde definitsiooni (42) kaudu
−uadxρ
[
∂µh
a
ρ − ∂ρhaµ
]
= −uadxρ
[ •
T aµρ −
•
Aaeµh
e
ρ +
•
Aaeρh
e
µ
]
, (128)
saame mo˜ju variatsioon kirjutada kujul:
δS = m
∫ [
haµdua − uadxρ
( •
T aµρ −
•
Aaeµh
e
ρ +
•
Aaeρh
e
µ
)]
δxµ. (129)
Ja¨rgnevalt toome sulgude ette intervalli ds. Analoogiliselt eelmises punktis leitud
vo˜rdusega (112) saab su¨mmeetrilise ja antisu¨mmeetrilise objekti korrutamisel tulemuseks
nulli uaue
•
A
ae
µ = 0. Seega mo˜jufunktsionaal tuleb
δS = haµ
(
dua
ds
−
•
Abaρuau
ρ −
•
T baρubu
ρ
)
, (130)
kus va¨a¨nde puhul on kasutatud seost T bµρ = T
b
aρh
a
µ ning kuna mo˜ju variatsioon peab
olema null, siis osakese liikumisvo˜rrand on
dua
ds
−
•
Abaρuau
ρ =
•
T baρubu
ρ. (131)
See on teleparalleelne osakese liikumisvo˜rrand gravitatsiooniva¨lja olemasolul. See erineb
vaba osakese liikumisvo˜rrandist (113) selle poolest, et vo˜rrandi parem pool ei vo˜rdu nul-
liga. See ta¨hendab, et tegemist on jo˜u vo˜rrandiga, kus va¨a¨ne ma¨a¨rab gravitatsioonilise
jo˜u. Vo˜rdluse U¨RTs leitud vo˜rrandiga (14) esitame ja¨rgmises arutelus.
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5 Arutelu
Ja¨rgnevalt vo˜rdleme eelnevas peatu¨kis leitud punktosakese liikumisvo˜rrandeid teleparal-
leelses gravitatsiooniteoorias vastavate liikumisvo˜rranditega u¨ldrelatiivsusteoorias.
Alajaotuses 2.2 esitasime u¨levaatliku tuletuska¨igu punktosakese geodeetilise joone
vo˜rrandi (14) jaoks U¨RT kontekstis. Kuna U¨RTs toimub kogu du¨naamika aegruumis, siis
sisaldab vo˜rrand (14) ainult aegruumi koordinaate ning nende tuletisi omaaja τ ja¨rgi. Geo-
deetilise joone vo˜rrandi vasak pool sisaldab punktosakese 4-kiirendust ning Levi-Civita
seostust Γ˚δρσ, mis vo˜tab arvesse aegruumi ko˜veruse ning vektori suuna muutuse paralleel-
nihetel. Osakese liikumisvo˜rrandid TPGs, (113) ja (131), sisaldavad aga Levi-Civita seos-
tuse asemel inertsiaalset spinnseostust
•
Abaρ. Erinevus tuleneb sellest, et nendes teooriates
kasutatakse erinevat matemaatilist formalismi. TPGs kasutatakse tetraadformalismi, kus
liikumise kirjeldamiseks kasutatakse lokaalset tetraadbaasi, mis on defineeritud tasases
puutujaruumis.
Nii va¨lise gravitatsiooniva¨lja puudumisel (vt. valem (113)) kui ka olemasolul (vt. va-
lem (131)) on punktosakese liikumisvo˜rrandite vasakud pooled indentsed. See na¨itab, et
TPGs kirjeldab spinnseostus
•
Abaρ inertsiaalseid na¨htusi ja mitte gravitatsioonilisi. Seega
gravitatsiooniva¨lja arvestamata ja¨ttes eksisteerivad u¨ldises Lorentzi raamis inertsiaalsed
na¨htused. Sellest ja¨reldub, et TPGs on gravitatsioonina¨htused ja inertsina¨htused kirjelda-
tud nii, et nad on omavahel eristatavad. U¨RTs ka¨sitletakse neid kui u¨hte ja sama fenomeni.
See asjaolu kajastub ka geodeetilise joone vo˜rrandis (14), kus Levi-Civita seostus sisaldab
nii inertsiaalseid kui ka gravitatsioonilisi na¨htusi.
U¨RTs on geodeetilise joone vo˜rrandi parem pool identselt null. Nagu eelmises lo˜igus
sai o¨eldud, ta¨hendab see u¨hest ku¨ljest seda, et U¨RTs on gravitatsioon ja inerts erista-
matud, ning teisest ku¨ljest na¨itab see, et punktosakese liikumine on ta¨ielikult ma¨a¨ratud
aegruumi ko˜verusega. Teisiso˜nu liigub punktosake mo¨o¨da lu¨himat trajektoori (geodeetilist
joont) ning talle ei mo˜ju va¨liseid jo˜udusid. TPGs so˜ltub liikumisvo˜rrandi parem pool gra-
vitatsiooniva¨lja esinemisest vo˜i mitteesinemisest. Selle puudumisel kehtib liikumisvo˜rrand
(113), mis na¨itab, et osake liigub analoogiliselt U¨RTga piki lu¨himat trajektoori ning talle
ei mo˜ju va¨liseid jo˜udusid. Gravitatsiooniva¨lja olemasolul aga sisaldab liikumisvo˜rrandi
(131) parem pool va¨a¨ndetensorit
•
T baρ. See na¨itab, et massiga punktosakese trajektoo-
ri ma¨a¨rab lisaks inertsile ka veel va¨line jo˜ud, mis on ma¨a¨ratud va¨a¨nde poolt. Seega on
TPGs liikumisvo˜rrand jo˜u vo˜rrand ning vo˜rrandi paremal pool olev liige on vaadeldav
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gravitatsioonijo˜una, mida kirjeldadakse va¨a¨net kasutades.
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6 Kokkuvo˜te
Ka¨esoleva to¨o¨ eesma¨rgiks oli detailselt tuletada nii vaba osakese kui ka gravitatsiooniva¨ljas
liikuva osakese liikumisvo˜rrandid teleparalleelse gravitatsiooniteooria raames ja vo˜rrelda
saadud tulemusi vastavate liikumisvo˜rranditega, mis on tuletatud u¨ldrelatiivsusteooria
kontekstis.
To¨o¨ teises peatu¨kis panime kirja U¨RT po˜himo˜isted ja definitsioonid, millele antud
teooria on u¨les ehitatud. Alajaotuses 2.2 esitasime geodeetilise joone vo˜rrandi ning and-
sime u¨levaate selle liikmete ja vo˜rrandi enda fu¨u¨sikalisest ta¨hendusest. Teise peatu¨ki
u¨leja¨a¨nud osas andsime lu¨hiu¨levaate U¨RT va¨ljavo˜rranditest ja ning nende liikmete
ta¨hendusest.
Kuna to¨o¨ eesma¨rgiks oli tuletada osakese liikumisvo˜rrandid TPGs, siis alajaotustes
3.1-3.4 on kirjeldatud nende detailseks tuletamiseks vajalikku matemaatilist aparatuuri.
Panime kirja tetraadformalismist vajalikud mo˜isted (alajaotus 3.1) ning tegelesime spinn-
seostusega (alajaotus 3.2) ja Lorentzi teisendusega (alajaotus 3.3). Esitasime po˜hjaliku
u¨levaate kalibratsiooniteisendusest ja -invariantsusest (alajaotus 3.4). U¨levaatlikuse hu-
vides on alajaotuses 3.5 esitatud ka TPG u¨ldised va¨ljavo˜rrandid koos lu¨hikese tule-
tuska¨iguga ning vo˜rreldud neid Einsteini va¨ljavo˜rranditega.
Neljandas peatu¨kis tuletasime u¨ksikasjalikult massiga osakese liikumisvo˜rrandid
TPGs, kasutades kolmandas peatu¨kis arendatud matemaatilist aparatuuri. Liiku-
mivo˜rranditest vaatlesime kahte erijuhtu. Esiteks lihtsamat juhtu vabast osakesest gra-
vitatsiooniva¨lja puudumisel. Ning teiseks selle u¨ldistust, kus osake liigub gravitatsioo-
niva¨ljas.
Lo˜puks vo˜rdlesime U¨RT ja TPG raames leitud liikumisvo˜rrandeid, kus to˜ime va¨lja
nende po˜hilised erinevused ning andsime neile nii fu¨u¨sikalised kui ka matemaatilised se-
letused.
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7 Summary
Equations of Motion for a Point Particle in Teleparallel Gravity
The goal of this work was to derive the equations of motion for a free particle and a
particle moving in a gravitational field in the context of teleparallel gravity and compare
the results with the respective equations derived from general relativity.
In the second section we established the basic definitions and concepts of GR, on which
the theory is built. In subsection 2.2 we presented the geodesic equation and explained
the meaning of the equation and its components. In the rest of section 2 we gave a short
overview of the field equations of GR and its components.
Because our aim was to derive the equations of motions for a paricle in TPG, in
sections 3.1-3.4 we described the mathematics necessary for the detailed derivation of
the equations. We established the necessary concepts of tetradformalism (subsection 3.1)
and looked at the spin connection (subsection 3.2) and Lorentz transformations (3.3). We
gave a thorough overview of gauge theory (subsection 3.4). In subsection 3.5 we gave an
overview of the general field eqations in TPG along with a short derivation and compared
the with Einsteins field equations.
In the fourth section we gave a detailed derivation of the equations of motion for a
particle with mass in TPG. We used the mathematics, that was established in section 3.
Two special cases were studied. Firstly the simpler case of a free particle in the absence
of gravitation and then its generalisation, where a particle is moving in a gravitational
field.
In conclusion we compared our results in TPG with the geodesic equation of GR. An
analysis of the main differences between them was given along with their physical and
mathematical interpretation.
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Lisa
• ηab = gµνh µa h νb - Describes the relation between spacetime and its tangent space at
that point by relating the spacetime metric g to the Minkowski metric of tangent
space using the tetrad h.
• Taνµ = ηabT bνµ - When the Minkowski metric acts on a tensor, it either lowers or
raises one index.
• Aabc = Aabµh µc , Rabcd = haρh λb h µc h νd Rρλµν - Tensor components can be transformed
into spacetime or tangent space indices using the tetrad.
• [ha, hb] = f cabhc - This equation is valid for an anholonomic basis {ha}, where f cab
are the structure coefficients, which are given in the next equation.
• f cab = h µa h νb
(
∂νh
c
µ − ∂µhcν
)
- The structure coefficients represent the curls of the
base members and include gravitational and inertial effect.
• ∇µφν = ∂µφν + Γνρµφρ - Covariant derivative of vector φ, where Γ is the linear
connection, which acts only on spacetime indices.
• Dµφc = ∂µφc + Acdµφd - Fock-Ivananko derivative of vector φ, where the spin con-
nection A acts only on tangent space indices.
• Aabµ = haν∂µh nub + haνΓνρµh ρb = haν∇µh νb - Relation between the spin connection A
and linear connection Γ using the tetrad components h.
• Dµφd = hdρ∇µφρ - Relation between the Fock-Ivananko derivative and covariant
derivative.
• ∂µhaν − Γρνµhaρ + Aabµhbν = 0 - The total covariant derivative of the tetrad is
vanishing.
• Γρµν = Γ˚ρµν + Kρµν - Every general linear connection Γ can be decomposed using
the Levi-Civita connection Γ˚ and the contortion tensor K, where
Γ˚ρµν =
1
2
gρλ (∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) ,
Kρµν =
1
2
(
T ρν µ + T
ρ
µ ν − T ρνµ
)
.
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• Aabµ = A˚abµ +Kabµ - The same equation for the spin connection.
• Rabνµ = ∂νAabµ − ∂µAabν +AaeνAebµ −AaeµAebν - Curvature tensor written in terms
of the spin connection A. The spacetime form of R is just
Rρλνµ = ∂νΓ
ρ
λµ − ∂µΓρλν + ΓρηνΓηλµ + ΓρηµΓηλν .
• T aνµ = ∂νhaµ− ∂µhaν +Aaeνheµ−Aaeµheν - Torsion tensor of the spin connection A.
Using the linear connection this becomes
T ρνµ = Γ
ρ
µν − Γρνµ.
• DνT aρµ + DµT aνρ + DρT aµν = Raρµν + Raνρµ + Raµνρ - General Bianchi identity for
torsion.
• DνRabρµ +DµRabνρ +DρRabµν = 0 - General Bianchi identity for curvature.
• h′aµ = Λabhbµ - Lorentz transformation of tetrad h. Lorentz transformations can be
applied to tensors with tangent space indices. Only spacetime indexed quantities
are invariant.
R′abνµ = Λ
a
cΛ
d
b R
c
dνµ.
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